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扭面土方量的计算方法及其工程应用
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　　[摘　要 ]　在扭面特点分析的基础上, 用矢量法推求出扭面的参数方程, 同时针对传统土方量计算方法的不

足, 给出了原地形为扭面时的土方量精确计算公式, 并对该公式的应用及误差分析进行了实例说明。结果表明, 该

公式误差小, 计算精度高, 适应面广。
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　　在道路、河堤、渠道、梯田工程设计中, 土方计算

是一项必要而繁琐的工作, 传统的土方量计算多采

用网格法、条分法、解析法等计算横断面的填挖方面

积, 再用平均断面法或者平均距离法计算填挖方

量。针对传统计算方法误差较大的缺点, 罗阳军等[1 ]

提出了用三次样条函数拟合断面面积函数, 再运用

Grau ss2L obat to 求积公式计算土方量的新方法, 其

精度高, 适应面广, 且具有程序化的特点[1～ 3 ]。

但无论是传统的计算方法, 还是罗阳军等提出

的三次样条函数法, 都假定挖填方工程与原地面的

横向交界线为水平线。而实际工程中经常遇到原地

形为扭面的情况, 显然以上方法并不能很好地拟合

实际挖填情况, 更谈不上精确计算。为此, 本研究用

矢量法推求了扭面的参数方程, 并研究了地形概化

为扭面时的填挖土方量计算方法, 以期弥补传统计

算方法的不足, 从而使土石方的计算更趋于精确。

1　扭面的概念

如图 1 所示, 空间不在同一平面的 4 个点M 1,

M 2,M 3 和M 4 构成了一个不规则曲面, 任意过一组

对边M 1M 2 和M 3M 4 直线的相应定比分点G , H 的

直线 GH (也称素线) , 或者过一组对边M 1M 4 和

M 2M 3 直线的相应定比分点 E , F 的直线 E F (也称

素线)都在曲面内, 且相邻素线都为交叉直线的曲面

在工程中称为扭面[4 ]。

图 1　扭面示意图

F ig. 1　Sk tech of tw ist su rface

2　扭面的方程

由扭面的定义可知, 任意给定不在同一平面的

4 个点就惟一确定 1 个扭面, 且素线都为直线, 由此

可以用矢量法推求曲面方程:

直线L 12的矢量方程为
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　　直线L 34的矢量方程为
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式中, r
→

1～ r
→

4 为M 1～M 4 各点到原点的距离, 即矢

径; S
→

12为直线L 12的方向矢量; S
→

34为直线L 34的方向
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矢量; Κ为变量。

在导线L 12上取一点 E , 则导线L 34上有相应的

等分点 F , 使得 ΚE = ΚF , 点 E , F 的矢量分别为
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由此可得素线 E F 的方向矢量为
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在素线 E F 上取定比分点 P , 该点的位置矢量为
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式中, k P 为线段 E P 与 E F 的长度比。

将 (3) , (5)式代入 (6)式得
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设过点 P 的另一条素线为GH , 则点 P 的位置矢量

为
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式中, kG 为线段GP 与GH 的长度比。

由 k P = kG 可知, E F , GH 两组素线的方程为:
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式中, k 为常数; Κ为变量。
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式中, Κ为常数; k 为变量。

由 (9) , (10)式可知, 扭面的矢量方程为
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式中, Κ, k 均为变量。

设扭面的 4 个端点M 1,M 2, M 3, M 4 的坐标为

(x 1, y 1, z 1) , (x 2, y 2, z 2) , (x 3, y 3, z 3) , (x 4, y 4, z 4) , 则

曲面的数量方程为:

x = x 1 + (x 2 - x 1) Κ+ (x 4 - x 1) k +

　　 (x 1 + x 3 - x 2 - x 4) Κk

y = y 1 + (y 2 - y 1) Κ+ (y 4 - y 1) k +

　　 (y 1 + y 3 - y 2 - y 4) Κk

z = z 1 + (z 2 - z 1) Κ+ (z 4 - z 1) k +

　　 (z 1 + z 3 - z 2 - z 4) Κk

(12)

式中, Κ, k 均为变量。

3　以扭面为曲顶的柱体体积计算

以扭面为曲顶的柱体体积可以由下式求双重积

分得到, 即V =∫
D Κk

∫F (Κ, k ) dΚdk , 也可表示为:

V = ∫
D Κk

∫z (Κ, k ) ûJ ûdΚdk (13)

式中, ûJ û为雅可比行列式。其计算公式为:
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5 x
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　　令行列式
x i　x j

y i　y j

= ¨ ij , 其中 i, j∈1, 4; 则

　　　　ûJ û= ¨ 24+ ¨ 12- ¨ 14+ (¨ 14- ¨ 24- ¨ 13+ ¨ 23) Κ+ (¨ 13- ¨ 24- ¨ 43- ¨ 24- ¨ 12) k (14)

被积函数 F (Κ, k ) = z (Κ, k ) ûJ û= [z 1+ (z 2- z 1) Κ+ (z 4- z 1) k+ (z 1+ z 3- z 2- z 4) Κk ]ûJ û , 由此可得

V = ∫
D Κk

∫F (Κ, k ) dΚdk = -
1

12
z 1 (¨ 24 + 2¨ 12 + ¨ 23 - 2¨ 14 - ¨ 43) + z 3 (- ¨ 24 + ¨ 12 + 2¨ 23 - ¨ 14 - 2¨ 43) +

z 2 (- ¨ 13 + 2¨ 12 + 2¨ 23 - ¨ 14 - ¨ 43) + z 4 (¨ 13 + ¨ 12 + ¨ 23 - 2¨ 14 - 2¨ 43)

(15)

　　在实际工程中, 起始端面与终止端面都垂直于

纵向轴线, 即M 1 与M 4 的 x 坐标设为零,M 3 与M 2

的 x 坐标相等。故公式 (14)还可以进一步简化为:

V = -
1

12
[ (z 1 + z 4) (2¨ 24 + 2¨ 12 + ¨ 23) +

(z 3 + z 2) (¨ 24 + ¨ 12 + 2¨ 23) ] (16)

公式 (16) 是以扭面为曲顶的柱体体积简化公式, 用

该公式可以较精确的计算道路、河堤、渠道工程的挖

填土方量。

4　算　例

某道路工程中, 路面宽 24 m , 填方坡比 1∶2. 0,

设计路面高程 594. 00 m , 原地形面可概化为扭面

(图 2) , 分别用本文公式和平均断面法、网格法计算

填方土方量, 计算结果见表 1。表 1 中的实际土方量

均采用直接积分法算出[5～ 7 ]。
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图 2　某道路工程的纵横断面

F ig. 2　V ertical and cro ss section of a road p ro ject

表 1　某道路工程土方量的计算

T able 1　Earthw o rk calcu la t ions of a road p ro ject

地面中心高程öm
T he cen ter of o riginally

ground elevation

起始端面
In itia l

section

终止端面
F inally
section

路面设计
高程öm
D esign

elevation
of road

断面端点
Section
ex trem e

po in t

坐标öm Coo rdinate 土方量öm 3 Earthwo rk calcu lation

X Y Z

实际土方量
P ractical

earth
vo lum e

平均断面法
A verage

cro ss2
setion

m ethod

网格法[8 ]

Check
netwo rk
m ethod

本文公式
T h is paper

fo rm ula

582. 00 580. 00 594. 00

M 1 0 60. 003 24. 002

M 2 100 30. 000 9. 000

M 3 100 - 60. 000 24. 000

M 4 0 - 25. 716 6. 858

84 948. 40 76 873. 18 78 685. 20 85 055. 18

相对误差ö% R elation erro r 9. 51 7. 37 0. 12

　　由表 1 可见, 无论是平均断面法还是网格法, 误

差均超过 5% , 而用本文公式计算时的相对误差仅

为 0. 12% , 表明本文提出的公式在复杂地形上适应

性强, 计算结果的误差较传统计算方法小得多。

5　结　论

1)不管是传统计算方法还是改进的各种计算方

法, 都假定土方工程与原地面的横向交界线为水平

线, 这对于地形起伏变化不大的线形工程是可行的,

且能满足精度要求。但对于复杂地形, 如扭面地形,

横向地形变化是不容忽视的, 假定土方工程与原地

面的横向交界线为水平线是导致传统计算方法误差

较大的根本原因。

2) 本研究用矢量法推导了扭面的参数方程, 并

在此基础上用二重积分法求出了以扭面为曲顶的柱

体体积精确计算公式, 该公式克服了传统计算方法

的局限性, 符合实际挖填情况, 因而精度较高。

3)本研究公式虽然是以扭面为原地形推导出的

精确计算方法, 但其同样适用于土石方工程与原地

面横向交界线为水平线的情况, 该公式不但精度高、

适应面广, 且便于程序化。
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T he quan t if ica t ion study of w atershed topography characterist ics
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Abstract: T he paper focu sed on the sub ject abou t quan t if ica t ion study of w atershed topography charac2
terist ics, and discu ssed the actuality and evo lu t ion on the study of w atershed topography characterist ics

m easu rem en t m ethods at hom e and ab road respect ively in tho se aspects of m ap paper draw ing,m athem ati2
cal sta t ist ics, topography facto r of so il ero sion model, fracta l topography, etc. and clarif ied the ex ist ing

p rob lem s w h ich occu red in w atershed topography characterics m easu rem en t study, f ina lly d iscu ssed the de2
velopm en t d irect ion of the study of w atershed topography characterist ics.

Key words: topography; characterist ic quan t if ica t ion; fracta l study; w atershed harness
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Study of tw ist su rfaceπs earthw o rk ca lcu la t ion m ethod

and its eng ineering app lica t ion
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Abstract: Based on the analysis of fea tu res of tw ist su rface, param etric equat ion of tw ist su rface w as

creat ively derived by u sing vecto r law. A t the sam e t im e, a im ing at the deficiency of t rad it ional earthw o rk

calcu la t ion, an accu ra te fo rm u la fo r the calcu la t ion of earthw o rk w ith o rig inal tw ist su rface w as p rovided,

a lso , th is paper demon stra ted the app lica t ion of th is fo rm u la and erro r analysis. T he resu lt ind ica tes that it

is of lit t le erro r, h igh accu racy and un iversa l app lica t ion.

Key words: tw ist su rface; earthw o rk calcu la t ion; vecto r law ; param etric equat ion
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